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Fig. 71. De reflectiefactor van FRESNEL voor E-polarisatie als functie 
van de hoek van inval (ndn2 is complex en Jll = Jl2). 

(c) Magnetische veldsterkte lineair gepolariseerd evenwijdig aan het 
scheidingsvlak. De reflectiefactor van FRESNEL voor H-polarisatie 

De behandeling van dit geval verloopt geheel analoog met die van het 
onder (b) besproken geval. Indien van één van de vier optredende golven 
de magnetische veldsterkte lineair gepolariseerd is in een richting even­
wijdig aan het scheidingsvlak tussen de twee media, zijn de magnetische 
veldsterkten van alle vier de optredende golven lineair gepolariseerd 
in deze richting. Van het te gebruiken Cartesiaanse coördinatenstelsel 
kiezen wij nu de y-as evenwijdig aan de gemeenschappelijke polarisatie­
richting van alle magnetische veldsterkten die in het vraagstuk een rol 
spelen. Dan is 

h+ h+' h- h-' h+ h+' h- h-' 1 = 1,yly' 1 = 1,yly' 2 = 2,yly' 2 = 2,yly. (30.56) 

Op grond van de in Par. 26 onder (b) behandelde theorie hebben dan de 
grootheden 1t, et, 11, el, 1t, et, 12 en e2 alleen een x- en een 
z-component. De voorwaarde (30.25) gaat in dit geval over in 

hi,,+h1,y = ht,y+h2,y, (30.57) 

terwijl onder toepassing van (28.8) de voorwaarde (30.24) overgaat in 

Z1,z(hi,,-h1.y) = Z2,z(ht,y-h2,y), (30.58) 

waarin 

(30.59) 
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en 
Z2.,. = Y2 .,./( 0" 2 + j(82) . (30.60) 

De vergelijkingen (30.57) en (30.58) hebben dezelfde structuur als 
(23.55) en (23.54). Als gevolg hiervan kunnen wij de resultaten met 
betrekking tot de overdrachtsmatrix en de verstrooiingsmatrix meteen 
uit de in Par. 23 onder (b) verkregen resultaten aflezen. De overdrachts­
matrix voor H-polarisatie [Tf-d, betrokken op het vlak z = 0 als 
referentievlak, volgt uit 

[h~YJ = [T[I_2J [h:YJ 
hl.y h2.y 

(30.61) 

en is gegeven door (zie (23.60» 

H 1 [1 
[TI _ 2] = 1+ H H 

Pl.2 Pl.2 

pf.2] 
1 ' 

(30.62) 

waarin (zie (23.58» 

Pf.2 = (ZI.,.-Z2.,.)/(ZI.,.+Z2.,.) (30.63) 

de reflectiefactor voor H-polarisatie is. De verstrooiingsmatrix voor 
H-polarisatie [Sf.d, betrokken op het vlak z = 0 als referentievlak, 
volgt uit 

[h~YJ = [Sf++2J [h~YJ 
h2.y h2.y 

(30.64) 

en is gegeven door (zie (23.61» 

1-pr.2] 
H ' 

P2.l 

(30.65) 

waarin Pf.2 is gegeven door (30.63) en p[ 1 = - pro 2. De grootheid 
pf 2 staat bekend als de reflectiefactor van FRESNEL voor H-polarisatie. 
Uit (30.62) en (30.65) blijkt, dat de elementen van de overdrachtsmatrix 
en van de verstrooiingsmatrix op eenvoudige wijze van deze reflectie­
factor afhangen. 

Het geval, dat de in het gebied ~ 1 op het scheidingsvlak invallende 
golf {Ei, Hi} een uniforme vlakke golf is, zullen wij nader uitwerken. 
Substitutie van de eerder afgeleide resultaten in (30.63) leidt tot 

H [y d( 0" 1 + j(81)] cos(ei) - [Y2/( 0" 2 + j(82)J [1 - (y îIYD sin2 (el)]t 
Pl.2 = [Yl/(O"l +j(81)] cos(eD + [Y2/(0"2+jW82)] [1 - (yVyD sin2(ODJt 
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(/1t!n l ) COs(O;) - (/12/n2) [1 - (nVnn sin2 (O\)]t 
(/1I/n!) cos(OD + (/12 /n2) [1 - (nVnn sin2 (ODJt' 

(30.66) 

Onder bepaalde voorwaarden kan pI[ 2 de waarde nul aannemen. De 
hoek van inval O~ waarbij dit gebeu~t, wordt de hoek van BREWSTER 
voor H-polarisatie e: genoemd. In Fig. 72 en Fig. 73 zijn voor een aantal 

ni/ni = 0.5 
1.0 - - - - - - --,.------r----. 

lP,' 21 t---..I.... 80 

0.6 

0.4 

-tJt 

0.2r-_u 0.5 

-Jt j-_-L-_..J.. 

Fig. 72. De reflectiefactor van FRESNEL voor H-polarisatie als functie 
van de hoek van inval (nt/n2 is reëel en /1! = /12)' 
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Fig. 73. De reflectiefactor van FRESNEL voor H-polarisatie als functie 
van de hoek van inval (ndn2 is complex en /11 = /12)' 
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gevallen Ipr,zl en arg(pr,z) als functie van oi weergegeven. In die gevallen 
waarin totale terugkaatsing optreedt (nt/nz reëel, (nifnD sinZ(On > 1), 
is Ipr,zl = 1. 

(d) Betrekkingen tussen de z-componenten van de elektrische veldsterkte 
voor het algemene geval 

Wij keren terug tot de behandeling van het algemene geval en zullen eerst 
aantonen, dat de betrekkingen tussen et,z, el,z, ei,z en e2,z van een­
voudige aard zijn. Daartoe gebruiken wij de randvoorwaarde (30.25) 
en merken op, dat hieruit volgt 

(30.67) 

In dit resultaat substitueren wij voor iedere term van de gedaante 'YT x hT 

de uitdrukking (28.7), waardoor (30.67) overgaat in 

(30.68) 

Vervolgens gebruiken wij de randvoorwaarde (30.24) en merken op, dat 
hieruit volgt 

(30.69) 

In dit resultaat substitueren wij voor iedere term van de gedaante YToer 
de uit (28.12) volgende waarde, waardoor (30.69) overgaat in 

(30.70) 

De vergelijkingen (30.68) en (30.70) vertonen grote overeenkomst met 
(30.57) en (30.58); zij gaan hierin over als wij hy vervangen door 
(CT+jws)ez. Aan de hand van (30.61) kunnen wij dus besluiten tot de 
betrekking 

[
(CTl +jWS1) el,z] = TH [(CTZ+jW8Z) e2,z] 

+ [ l-+Z] + ' 
(CTl +jwsl) el,z (CTz+jwSz) ez,z 

(30.71) 

waarin [Tf"-+zl is gegeven door (30.62), en aan de hand van (30.64) tot 
de betrekking 

[
(CTl +jW81) e~z] _ H [(CTl +jWS1) eL] 

. + -[Sl++Z] . , 
(CTz +JWSz) ez,z (CTz +JW8z) e2,z 

(30.72) 

waarin [Sf.d is gegeven door (30.65). 
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(e) Betrekkingen tussen de z-componenten van de magnetische veldsterkte 
voor het algemene geval 

De behandeling van dit geval verloopt geheel analoog met die van het 
onder (d) besproken geval. Wij gebruiken de randvoorwaarde (30.24) 
en merken op, dat hieruit volgt 

"fT x (ei.T+eï:T) = ''fT x (ei,T+eï.T)' (30.73) 

In dit resultaat substitueren wij voor iedere term van de gedaante 
1T x eT de uitdrukking (28.9), waardoor (30.73) overgaat in 

(30.74) 

Vervolgens gebruiken wij de randvoorwaarde (30.25) en merken op, dat 
hieruit volgt 

1T o (hi.T+hï:T) = 1T o (hi.T+hï.T)' (30.75) 

In dit resultaat substitueren wij voor iedere term van de gedaante 1T
o hT 

de uit (28.13) volgende waarde, waardoor (30.75) overgaat in 

"h.%(htz-h1~%) = Y2.%(h2~%-h2~%)' (30.76) 

De vergelijkingen (30.74) en (30.76) vertonen grote overeenkomst met 
(30.46) en (30.47); zij gaan hierin over als wij ey vervangen door jWJlh%. 
Aan de hand van (30.50) kunnen wij dus besluiten tot de betrekking 

C 
h- ] C h- ] JWJl1 1. % = [TE -+] JWJl2 2. % 

. h+ 1 2 . h+' 
WJl1 1.% WJl2 2.% 

(30.77) 

waarin [Tf-+21 is gegeven door (30.51), en aan de hand van (30.53) tot 
de betrekking 

L h- L h+ JWJl1 1'%J - [SE ] JWJl1 1'''J . + - 1++2. _, 

WJ1.2 h2." WJ1.2 h2." 
(30.78) 

waarin [Sf++2] is gegeven door (30.54). 

(f) Betrekkingen tussen de transversale componenten van de elektrische 
veldsterkte voor het algemene geval* 

De betrekkingen tussen ei. T' eï. T' ei. T en eï. T zijn aanzienlijk gecom­
pliceerder dan de onder (d) besproken betrekkingen tussen de z-com-

• De schrijver wil hier gaarne Prof. dr.-ing. H. J. Butterweck, afdeling der Elektro­
techniek, Technische Hogeschool Eindhoven, bedanken voor zijn bijdrage tot de 
onder (f) en (g) ontwikkelde theorie. 
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ponenten van de elektrische veldsterkte. Om tot de gezochte betrekkingen 
te geraken, gebruiken wij eerst de randvoorwaarde (30.24): 

(30.79) 

Vervolgens gebruiken wij de randvoorwaarde (30.25) en substitueren 
hierin de uit (28.10) volgende uitdrukking voor hT • Het resultaat wordt 
vectorieel met iz vermenigvuldigd en gaat na enige herleiding over in 

Yl.z(et.T-e!:T) - (jWJll)-l (eL+e1.z) ''fT 

(30.80) 

Om de overdrachtsmatrix voor de transversale componenten van de 
elektrische veldsterkte te bepalen, dienen de volgende stappen te worden 
uitgevoerd: 

(Tl) In (30.79) en (30.80) worden ei" T en et T als onbekenden beschouwd 
en uit deze vergelijkingen opgelost.' • 

(T 2) Met behulp van (30.71) worden eï.z en et.z uitgedrukt in ei.z en et.z. 
(T 3) Met behulp van (28.12) wordt ei.z vervangen door (''fT' ei. T)/Y2.z en 

eL door -(''fT·ei, T)/Y2.z· 
(T 4) Het resultaat wordt overeenkomstig de regels die voor het opstellen 

van de overdrachtsmatrix gelden, gerangschikt als een matrixvergelijking. 

De verkregen overdrachtsmatrix is een 4 x 4 matrix en drukt 
{eï.x, ei." ei.x, eL} uit in {ei.x, eï", ei.x, ei.,}. 

Om de verstrooiingsmatrix van de transversale componenten van de 
elektrische veldsterkte te bepalen, dienen de volgende stappen te worden 
uitgevoerd: 

(SI) In (30.79) en (30.80) worden ei. T en et. T als onbekenden beschouwd 
en uit deze vergelijkingen opgelost. 

(S2) Met behulp van (30.72) worden e!:z en eL uitgedrukt in eL en ez.z. 
(S3) Met behulp van (28.12) wordt et,z vervangen door - ("fT' et, T)/Yl.: 

en ei,z door (YT·eÏ,T)/Y2.Z' 
(S4) Het resultaat wordt overeenkomstig de regels die voor het opstellen 

van de verstrooiingsmatrix gelden, gerangschikt als een matrixvergelijking. 

De verkregen verstrooiingsmatrix is een 4 x 4 matrix en drukt 
{eï.x' eï." ei.x, ei,,} uit in {eL, eL, ei.x, ei.,}. 

Op de hierboven aangegeven manier worden de 4 x 4 overdrachts­
matrix en de 4 x 4 verstrooiingsmatrix verkregen door achtereenvolgens 
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stappen uit te voeren die niet meer eisen dan het bekend zijn van de 
eerder berekende 2 x 2 overdrachts- en verstrooiingsmatrices. In het 
totale resultaat spelen derhalve pf, 2 en p~. 2 weer de centrale rol. 

(g) Betrekkingen tussen de transversale componenten van de magnetische 
veldsterkte voor het algemene geval 

Ook de betrekkingen tussen hi T' hï T' hi T en hï T zijn aanzienlijk . ., , 
gecompliceerder dan de onder (e) besproken betrekkingen tussen de 
z-componenten van de magnetische veldsterkte. De behandeling ver­
loopt geheel analoog met het onder (f) besproken geval. Wij gebruiken 
eerst de randvoorwaarde (30.25): 

(30.81) 

Vervolgens gebruiken wij de randvoorwaarde (30.24) en substitueren 
hierin de uit (28.8) volgende uitdrukking voor eT' Het resultaat wordt 
vectorieel met iz vermenigvuldigd en gaat na enige herleiding over in 

Zl.z(hi':T-hl,T) - (CTl +jwSl)-l (hi':z+hï.z) YT 

(30.82) 

Om de overdrachtsmatrix voor de transversale componenten van de 
magnetische veldsterkte te bepalen, dienen de volgende stappen te 
worden uitgevoerd: 

(Tl) In (30.81) en (30.82) worden hl .T en ht,T als onbekenden beschouwd 
en uit deze vergelijkingen opgelost. 

(T2) Met behulp van (30.77) worden hl.z en hL uitgedrukt in h2.z en ht,z. 
(T3) Met behulp van (28.13) wordt hï.z vervangen door (YT"hï.T)/Y2.z en 

ht.z door -(YT"hi, T)/Y2.z· 
(T 4) Het resultaat wordt overeenkomstig de regels die voor het opstellen 

van de overdrachtsmatrix gelden, gerangschikt als een matrixvergelijking. 

De verkregen overdrachtsmatrix is een 4 x 4 matrix en drukt 
{hl.x, hï." hL, hL} uit in {hï.x, hï." hi.x, hi.)'}· 

Om de verstrooiingsmatrix van de transversale componenten van de 
magnetische veldsterkte te bepalen, dienen de volgende stappen te 
worden uitgevoerd: 

(S \) In (30.81) en (30.82) worden hï. T en hi, T als onbekenden beschouwd 
en uit deze vergelijkingen opgelost. 

(S2) Met behulp van (30.78) worden hï.z en ht.z uitgedrukt in hL en hl .z. 
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(S3) Met behulp van (28.13) wordt ht, z vervangen door -(YT·hi. T)/Yl.z 
en hï.z door (YT·hï.T)!Y2.Z' 

(S4) Het resultaat wordt overeenkomstig de regels die voor het opstellen 
van de verstrooiingsmatrix gelden, gerangschikt als een matrixvergelijking. 

De verkregen verstrooiingsmatrix is een 4 x 4 matrix en drukt 
{hl.", hï", ht,,,, hi.,} uit in {hi,,, , hL, hï.", hï.,}. 

Wat de berekening van de hierboven verkregen 4 x 4 overdrachtsmatrix 
en de 4 x 4 verstrooiingsmatrix betreft, is dezelfde opmerking van toe­
passing als die aan het eind onder Cf) is gemaakt. 

VRAAGSTUKKEN 

Vraagstuk 30.1. Bepaal uit Vergelijking (30.55) de uitdrukking voor de reflectiefactor 
van FRESNEL voor een uniforme, E-gepolariseerde, invallende golf als Cf I = Cf 2 = 0, 
terwijl 81, JLI' 82 en JL2 reëel en positief zijn. Onderstel, dat er geen totale terugkaatsing 
optreedt. 
Antwoord: 

Vraagstuk 30.2. Bepaal voor het in Vraagstuk 30.1 beschouwde geval de uitdrukking 
voor tan(e~, waarin e~ de hoek van BREWSTER voor E-polarisatie is. (Aanwijzing: 
stel de teller van het antwoord van Vraagstuk 30.1 gelijk aan nul, gebruik de wet van 
SNEL (SNELLJUS) voor de doorlating en elimineer eD 
Antwoord: 

tan(e:> = (S2/S1 - JL2IJLI)+ . 
JLII JL2 - 82/s1 

(Opmerking: e~ bestaat uiteraard alleen als het rechterlid van het antwoord reëel is.) 

Vraagstuk 30.3. Bepaal uit Vergelijking (30.66) de uitdrukking voor de reflectiefactor 
van FRESNEL voor een uniforme, H-gepolariseerde, invallende golf als Cf I = Cf 2 = 0, 
terwijl SI' JLI' S2 en JL2 reëel en positief zijn. Onderstel, dat er geen totale terugkaatsing 
optreedt. 
Antwoord: 

H CJLI/sI)+ cos(eD - CJL2/s2)+ cos(e~) 
PI2 = . 

• (JLI/sI)+ cos(eD + CJL2/s2)t cos(O~) 

Vraagstuk 30.4. Bepaal voor het in Vraagstuk 30.3 beschouwde geval de uitdrukking 
voor tan(e:), waarin eg de hoek van BREWSTER voor H-polarisatie is. (Aanwijzing: 
stel de teller van het antwoord van Vraagstuk 30.3 gelijk aan nul, gebruik de wet van 
SNEL (SNELLIUS) voor de doorlating en elimineer e~.) 
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Antwoord: 

tan(O:n = (JlZ/JlI -SZ/Sl)+. 
81/8z - Jlz/ Jll 

(Opmerking: 0: bestaat uiteraard alleen als het rechterlid van het antwoord reëel is.) 

Vraagstuk 3O.S. Bepaal de antwoorden van de Vraagstukken 30.2 en 30.4 als 111 = 112 . 
Antwoord: og bestaat niet; tan(Og) = (8l/81)+. 

Vraagstuk 30.6. Bewijs, dat voor het in Vraagstuk 30.5 beschouwde geval geldt 
O~ +9~ = n/2 als O~ = 0:: . 

Vraagstuk 30.7. Bepaal voor het in Vraagstuk 30.5 beschouwde geval (a) het interval 
waarin O:: .ligt als 82 > 81 ' (b) het interval waarin 0:: ligt als 82 < 81 , (c) de waarde van O~ 
als 8l/Bl = 3, (d) de waarde van 0: als 8l/81 = 1/3. 
Antwoord: (a) n/4 < 0:: < n/2; (b) 0 < 0:: < n/4; (c) og = n/3 rad; (d) og = n/6 rad. 

Vraagstuk 30.8. Bepaal uit Vergelijking (30.52) de limietwaarde van ptl als Ul-+ 00. 

Antwoord: lim~2 ~ '" pt 1 = - I. 
(Opmerking: vergelijk dit antwoord met Vergelijking (29.22).) 

Vraagstuk 30.9. Bepaal uit Vergelijking (30.63) de limietwaarde van pr.l als Ul-+ 00. 

Antwoord: lirn~2~'" pr.l = I. 
(Opmerking: vergelijk dit antwoord met Vergelijking (29.27).) 
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31. Elektromagnetische stralen 
in het frequentiedomein 

In deze paragraaf geven wij een inleiding tot de theorie van de elektro­
magnetische stralen (Eng.: electromagnetic rays). Hieronder verstaat 
men benaderde oplossingen van de elektromagnetische veldvergelijkingen 
in een bronvrij gebied, die een golfachtig karakter vertonen en in een 
aantal opzichten lijken op de uit de geometrische optica bekende licht­
stralen. De analyse geschiedt in het frequentiedomein *; de gebruikte 
complexe tijdfactor is exp (jcot). De benadering is - onder bepaalde 
nevenvoorwaarden - geldig voor co --+ 00 en staat bekend als de stralen­
benadering (Eng.: ray approximation). 

Het onderzoek beperken wij tot stralen in een medium waarvan de 
constitutieve vergelijkingen als volgt luiden 

J(r,co) = u(r, co) E(r, co) , 

D(r,co) = 8(r, co) E(r,co), 

B(r,co) = /1(r, co) H(r,co). 

(31.1) 

(31.2) 

(31.3) 

Het medium is derhalve locaal reagerend, tijdinvariant, lineair en iso­
troop (zie Par. JO). De veldgrootheden van de te onderzoeken stralen -. 
voldoen aan de elektromagnetische veldvergelijkingen in het frequentie­
domein (zie (18.1) en (18.2» 

rot H = J + jcoD , 

rot E = -jcoB. 

Uit (18.3) t/m (18.5) volgt verder 

div(J+jcoD) = 0, 

div B = 0. 

(31.4) 

(31.5) 

(31.6) 

(31.7) 

• Het teken ~ ter aanduiding van een grootheid in het frequentiedomein is in deze 
paragraaf daar waar dit geen aanleiding tot misverstand kan geven, weggelaten. 

316 



ELEKTROMAGNETISCHE STRALEN (FREQUENTIEDOMEIN) j 31 

Wij zoeken nu naar oplossingen van (31.1) tjm (31.7) die de gedaante 

{E,H,J,n,B} = {e, h, j, d, b} exp[ -j(wjco) L] (31.8) 

hebben, waarin e = eer), h = her), j = j(r), d = der), b = b(r) en L = L(r) 
nader te bepalen functies van de plaats zijn. Opgemerkt wordt, dat (31.8) 
overgaat in de overeenkomstige betrekking voor een driedimensionale, 
vlakke golf als e, h, j, d en b constante vectoren zijn en L = n' r, waarin n 
de in (26.48) ingevoerde vectoriële complexe brekingsindex is. Substitutie 
van (3l.8) in (31.1) t jm (3l.7) en delen door de factor exp[ -j(wjco)L], 
die alle termen gemeenschappelijk hebben en die nooit de waarde nul heeft, 
geeft het volgende stelsel vergelijkingen 

j = ue, 

d = Be, 

b = f.Lh, 

rot h - j(wjco) (gradL) x h = j+jwd, 

rot e - j(wjco) (gradL) x e = - jwb, 

div(j+jwd) - j(wjco) (gradL)'(j+jwd) = 0, 

div b - j(wjco) (gradL)'b = 0. 

(31.9) 

(31.10) 

(31.11) 

(31.12) 

(31.13) 

(31.14) 

(31.15) 

Wij onderstellen nu, dat een voor w ~ 00 geldige benadering voor deze 
vergelijkingen wordt verkregen door in (31.12) t jm (31.15) de termen die 
geen factor w in hun coëfficiënt hebben, te verwaarlozen ten opzichte 
van de termen die de factor w wel in hun coëfficiënt hebben. In de 
resulterende vergelijkingen delen wij door jwj co en gebruiken (31.10) en 
(31.11 ) (de grootheid j komt niet meer voor). Deze handelwijze leidt tot 

(gradL) x h + coBe = 0, 

(gradL) x e - Cof.Lh = 0, 

(grad L) . e = 0, 

(gradL)' h = 0, 

(31.16) 

(31.17) 

(31.18) 

(31.19) 

waarbij in (31.16) de hoogfrequente benadering voor de permittiviteit 
en in (31.17) de hoogfrequente benadering voor de permeabiliteit voor­
komt. Voor deze grootheden hebben wij geen apart symbool ingevoerd, 
doch wederom B, respectievelijk f.L, geschreven; ook deze B en f.L kunnen 
complex zijn, namelijk indien het medium bij hoge frequenties verliezen 
heeft. Indien de aard van de frequentie-afhankelijkheid van B en f.L voor 

317 



ELEKTROMAGNETISCHE STRALEN (FREQUENTIEDOMEIN) {31 

w -+ 00 in de beschouwing geen rol speelt, zullen wij e = eer) en p. = p.(r) 
in plaats van e = e(r,w) en p. = p.(r,w) schrijven. De benadering die is 
uitgevoerd, houdt in, dat e, h, d, b en grad L langzaam met de plaats 
veranderen en dat El en p. niet de waarde nul hebben. Opgemerkt wordt, 
dat scalaire vermenigvuldiging van (31.16) met grad L tot (31.18) leidt 
en scalaire vermenigvuldiging van (31.17) met grad L tot (31.19); in dit 
opzicht is dus de benadering consistent. Scalaire vermenigvuldiging van 
(31.16) met h of van (31.17) met e leidt nog tot de betrekking 

e'h = O. (31.20) 

In ieder punt van een gebied waar de stralen benadering geldig is, zijn 
(31.16) t/m (31.19) op te vatten als lineaire, algebraïsche vergelijkingen 
in de kentallen van e en h, waarin grad L zodanig dient te worden bepaald, 
dat een oplossing met e f= 0 en h f= 0 mogelijk is. Om de voorwaarde 
waaraan grad L moet voldoen, af te leiden, elimineren wij h uit (31.16) 
en (31.17). Dit geeft 

(gradL) x [(gradL) x e] + c~ep.e = O. 

Met behulp van de vectoriële identiteit 

(gradL) x [(gradL) x e] 

= [e'(gradL)] grad L- [(gradL)'(gradL)] e 

en met gebruikmaking van (31.18) is (31.21) te herleiden tot 

[(gradL)'(gradL) - c~ep.] e = O. 

(31.21) 

(31.22) 

(31.23) 

Voor een oplossing met e f= 0 moet dus grad L aan de vergelijking 

(gradL)'(gradL) = c~ep. (31.24) 

voldoen. Deze vergelijking komt ook te voorschijn als e uit (31.16) en 
(31.17) wordt geëlimineerd en van (31.19) gebruik wordt gemaakt. De in 
(31.8) ingevoerde functie L = L(r), die aan (31.24) moet voldoen, staat 
bekend als de eikonaal of beeldfunctie ; (31.24) staat bekend als de 
eikonaalvergelijking. Daar e = eer) en p. = p.(r) gegeven functies van de 
plaatscoördinaten zijn, is (31.24) een niet-lineaire, partiële differentiaal­
vergelijking ter bepaling van L = L(r). Oplossingen van deze vergelijking 
zullen wij langs indirecte weg construeren. 

Om de structuur van de verkregen benaderde oplossingen verder te 
analyseren, splitsen wij de complexe eikonaal in zijn reële en imaginaire 
deel en stellen 

L = E-jE', (31.25) 
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waarin L' deC Re(L) en L" deC -Im(L). Substitutie van (31.25) in de 
propagatiefactor exp[ -j(wjco)L] geeft 

exp[ -j(w/co) L] = exp[ - (w/co) E'] exp[ -j(w/co) E]. (31.26) 

Hieruit volgt, dat de oppervlakken L" = constante de oppervlakken van 
gelijke amplitude zijn en de oppervlakken L' = constante de oppervlakken 
van gelijke fase. Verder stellen wij 

o deC gradL, (31.27) 

waarin 0 de vectoriële complexe brekingsindex van de elektromagnetische 
straal wordt genoemd. Splitsen van n in zijn reële en imaginaire deel 
via (zie (26.49)) 

0= o'-jo", (31.28) 

waarin n' deC Re (0) en 0" deC - Im (0), en substitutie van (31.25) en 
(31.28) in (31.27) leidt tot 

0' = gradE en 0" = gradE'. (31.29) 

Hieruit volgt, dat in ieder punt van het beschouwde gebied de (reële) 
vector n' loodrecht staat op het door dat punt gaande oppervlak van 
gelijke fase en de (reële) vector 0" loodrecht op het door dat punt gaande 
oppervlak van gelijke amplitude. Substitutie van (31.27) in (31.24) geeft 

0'0 = C~SJl, (31.30) 

hetgeen met gebruik van (31.28) overgaat in 

o"o'-o"'o"-2jo"o"= cgSJl = SrJlr. (31.31) 

Deze vergelijking is van dezelfde gedaante als (26.52), waardoor het 
aanduiden van 0 als vectoriële complexe brekingsindex is gerecht­
vaardigd. Substitutie van (31.27) in (31.16) t/m (31.19) geeft 

oxh + cose = 0, 

nxe-coJlh=O, 

o'e = 0, 

o'h = O. 

(31.32) 

(31.33) 

(31.34) 

(31.35) 

Deze vergelijkingen zijn van dezelfde gedaante als (26.23) t/m (26.26), 
nadat hierin (26.48) is gesubstitueerd. Dit alles leidt tot de slotsom, dat 
in ieder punt van een gebied waar de stralen benadering geldig is, de 
onderlinge betrekkingen tussen e, h en 0 dezelfde zijn als die voor een 
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driedimensionale vlakke golf. Dit feit brengt men ook wel tot uitdrukking 
door te zeggen, dat een elektromagnetische straal zich locaal als een 
elektromagnetische vlakke golf gedraagt. 

In het algemeen hebben voor een straal d' en 0" niet dezelfde richting; 
de straal noemen wij dan niet-uniform. Indien voor een straal d' en 0" 

wel dezelfde richting hebben, noemen wij de straal uniform. Een niet­
uniforme straal gedraagt zich locaal als een niet-uniforme vlakke golf; 
een uniforme straal gedraagt zich locaal als een uniforme vlakke golf. 
Nadat voor een bepaalde straal nuit (31.30) is berekend, kan voor deze 
straal de eikonaal berekend worden door gebruik te maken van de 
betrekking (zie (B. 44» 

L(r.2) - L(r&» = J; 't'(gradL) ds, (31.36) 

waarin f!} en f2 twee willekeurige punten zijn in het gebied waar de 
stralen benadering geldig is. Het resultaat in het rechterlid van (31.36) 
hangt alleen af van de keuze van f!} en !2, maar is onafhankelijk van de 
gevolgde integratieweg. Substitutie van (31.27) in (31.36) geeft 

(31.37) 

In het kader van een algemene theorie zijn er welmg verdergaande 
conclusies te trekken. Op enkele aspecten die op uniforme elektro­
magnetische stralen betrekking hebben, gaan wij hieronder verder in. 

(a) De baan van een uniforme, elektromagnetische straal 

Voor een uniforme, elektromagnetische straal geldt 0 = ns, waarin s de 
(reële) eenheidsvector in de voortplantingsrichting van de straal is en n 
de (scalaire) complexe brekingsindex van de straal voorstelt; s en n zijn 
plaatsafhankelijk. Substitutie in (31.27) geeft 

gradL = ns 

en substitutie in (31.30) leidt, daar s's = 1, tot 

n = co(eJl)t = (erJlr)t. 

(31.38) 

(31.39) 

Voor de betrekkingen tussen e, h en s voor een uniforme, elektromagne­
tische straal verkrijgen wij uit (31.32) tlm (31.35) 
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L = Ler,,) 

Fig. 74. De baan van een uniforme, elektromagnetische straal. 

s'e = 0, 

s'h = O. 

(31.42) 

(31.43) 

Uit (31.42) en (31.43) volgt, dat een uniforme, elektromagnetische straal 
in ieder punt transversaal is. 

Als de baan van een uniforme, elektromagnetische straal (Eng.: ray 
trajectory) definiëren wij nu een zodanige ruimtekromme, dat in ieder 
punt de eenheidsvector 't langs de raaklijn samenvalt met de eenheids­
vector s in de voortplantingsrichting van de straal (Fig. 74). De baan 
ontstaat dus door de straal in zijn voortplantingsrichting te vervolgen. 
Laat 

r = r(s) (31.44) 

de parametervoorstelling zijn van de baan van een uniforme straal met 
de booglengte s langs de baan als parameter (ds = [(dx) 2 + (dy)2 
+ (dz)2]t > 0). Uit de theorie van de ruimtekrommen is bekend, dat de 
eenheidsvector 't langs de raaklijn aan de kromme uit (31.44) volgt via 
de betrekking 

ot = d,r. (31.45) 

Daar (31.44) de baan van een straal moet voorstellen, geldt 't = s, zodat 
uit (31.38) en (31.45) volgt 

n d,r = gradL. (31.46) 

Toepassen van de operator 't' V op linker- en rechterlid van (31.46) en 
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gebruik maken van 

Ct· V) gradL = grad [('t'V) L] = grad ['t'gradL] 

= grad [s'gradL] = grad [s'(ns)] 

= grad n 
geeft 

ds(nd.r) = grad n . 

(31.47) 

(31.48) 

Met behulp van de betrekking n grad n = t grad(n2
) is deze vergelijking 

te herschrijven als 

nd.(ndsr) = ! grad n2
• (31.49) 

Aan de differentiaalvergelijkingen (31.48) en (31.49), die van de tweede 
orde zijn, voldoen de banen van alle uniforme, elektromagnetische 
stralen. Voor het beschouwde medium mag men in deze vergelijkingen 
desgewenst n vervangen door (Brllr)t. Om nu een bepaalde baan van een 
elektromagnetische straal te construeren, moeten er nog twee gegevens 
bekend zijn. Hiervoor kunnen dienen: het beginpunt r = r 0 en de begin­
richting s(ro) = So van de baan van de desbetreffende straal. De baan­
kromme kan daarna uit (31.48) of (31.49) via een analytische, numerieke 
of grafische methode worden bepaald. Omgekeerd kunnen (31.48) en 
(31.49) worden gebruikt om af te leiden welk verloop de functie Brllr 

als functie van de plaatscoördinaten moet hebben om banen van een 
bepaalde vorm mogelijk te maken. 

Tot slot merken wij op, dat in een homogeen gebied van het beschouwde 
medium (31.48) en (31.49) overgaan in 

d;r = 0, 

met als oplossing 

r = ro + (s-so) so, 

(31.50) 

(31.51) 

als s = So correspondeert met r = r o. Vergelijking (31.51) is de para­
metervoorstelling van een rechte lijn: in een homogeen gebied van het 
beschouwde medium zijn de banen van uniforme, elektromagnetische 
stralen derhalve rechte lijnen. 

(b) Het transport van vermogen langs een uniforme, elektromagnetische 
straal 

Met behulp van de onder (a) verkregen resultaten is voor een uniforme 
straal de algemene uitdrukking voor de over een periode in de tijd 
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gemiddelde oppervlaktedichtheid van de vermogensstroom (8)T te 
vereenvoudigen. Met behulp van (31.40) t/m (31.43) is af te leiden, dat 

exh* = (e*/p.*)t (e·e*) s = (p./e)t (h'h*) s. (31.52) 

Hiermee wordt 

(8)T = Is, (31.53) 
met 

I = !Re(e*/Jl*)t (e'e*) exp[ -2(w/co) E'], (31.54) 
of 

(31.55) 

In ieder punt van een uniforme elektromagnetische straal is de over een 
periode in de tijd gemiddelde vector van POYNTING derhalve gericht langs 
de voortplantingsrichting van de straal, terwijl de via (31.53) gede­
finieerde intensiteit I wordt gegeven door (31.54) of (31.55). 

Voor een verdergaande behandeling van de theorie van elektromagne­
tische stralen verwijzen wij naar de literatuur (BORN and WOLp33, FELSEN 
and MARCUVITZ34

). 

VRAAGSTUKKEN 

Vraagstuk 31.1. G~ef de uitdrukking voor de over een periode in de tijd gemiddelde 
oppervlaktedichtheid van de vermogensstroom voor een willekeurige elektromagnetische 
straal. 
Antwoord: (S)r = tRe(e xh*) exp[ -2(wfco)L1. 

Vraagstuk 31.2. Laat x = x(s), y = y(s), z = z(s) de parametervoorstelling van een ruimte­
kromme zijn met de booglengte s langs de kromme als parameter. Bewijs, dat de een­
heidsvector langs de raaklijn aan de kromme, in de richting van toenemende s, is gegeven 
door t = (d.x)i%+ (d.y) i, + (d.z)i. en dat voor een willekeurige, differentieerbare functie 
1=/(s) geldt d.l= (t'V)f 

Vraagstuk 31.3. Schrijf de vectoriële differentiaalvergelijking (31.48) voor de baan van 
een elektromagnetische straal uit in haar Cartesiaanse kentallen. 
Antwoord: d.(nd.x) = à%n, d.(nd.y) = à,n, d.(nd.z) = à.n. 

33. BORN, M. and E. WOLF, Principles of opties, 4th. ed., Oxford, Pergamon Press, 1970. 
Chapter 111. 

34. FELSEN, L. B. and N. MARCUVITZ, Radiation and scattering of waves, Englewood 
Cliffs, Prentice-Hall, Inc., 1973. Section 1.7. 
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Vraagstuk 31.4. De differentiaalvergelijking voor de baan van een elektrisch geladen 
deeltje in een gegeven, statisch, elektrisch veld is gegeven door (zie Vergelijking (6.5) 
met E = - grad V, waarin V = Ver) de elektrostatische potentiaal van E voorstelt) 
mo d; r = - q grad V, in de ondersteIIing dat v· v« c~. Laat s de bogglengte langs de baan 
van het ~eeltje aangeven, dan is d, = (d,s)d, = vd,. Bewijs, dat de differentiaalvergelijking 
is te herschrijven als vd,(vd,r) = -(q/mo) grad V. Nu is echter (zie Vraagstuk 6.1) 
!mov2 = -q[V(r)- V(ro)] als r = ro het punt is waar v = 0; hiermee wordt v = lvi een 
gegeven functie van de plaatscoördinaten. Verder is grad V = grad[V(r)- V(ro)] 
= -!(mo/q) grad v2

• Laat zien, dat na substitutie van dit resultaat de differentiaal­
vergelijking voor de baan van het geladen deeltje overgaat in vd,(vd,r) = !grad v2

• (Deze 
vergelijking is identiek met Vergelijking (31.49), indien v wordt vervangen door n of 
omgekeerd. Dit resultaat is de grondslag voor de theorie van de afbeelding met behulp 
van een elektronenmicroscoop.) . 
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32. Uniforme, elektromagnetische 
stralen in een horizontaal 
gelaagd medium 

In een horizontaal gelaagd medium veranderen B en }1 slechts in een 
vaste richting in de ruimte; deze richting noemen wij de verticale richting. 
De platte vlakken loodrecht op deze richting noemen wij horizontale 
platte vlakken. Van het te gebruiken rechts-cyclische, Cartesiaanse 
coördinatenstelsel kiezen wij de z-as verticaal; de x-as en de y-as zijn 
dan horizontaal. Voor een horizontaal gelaagd medium geldt 

gradn = (8z n) iz = [8z (Br}1r)!] iz • (32.1) 

Substitutie van (32.1) in (31.48) geeft 

(32.2) 

als differentiaalvergelijking voor de banen van uniforme, elektromagne­
tische stralen in een horizontaal gelaagd medium. 

Een eerste resultaat uit (32.2) volgt door linker- en rechterlid van de 
vergelijking vectorieel met iz te vermenigvuldigen. Daar 

(32.3) 

z 

Fig. 75. De baan van een uniforme, elektromagnetische straal in een 
horizontaal gelaagd medium. 

325 



UNIFORME STRALEN IN HORIZONTAAL GELAAGD MEDIUM/32 

en 
iz x ds(ndsr) = d.{iz x ns), (32.4) 

omdat iz een constante vector is en dar = s, volgt dan 

ds(izxns) = o. (32.5) 

Derhalve is 

iz x nS = constante vector langs de baan van een straal. (32.6) 

Uit het constant zijn van de richting van het linkerlid van (32.6) volgt, 
dat de banen van uniforme, elektromagnetische stralen in een horizontaal 
gelaagd medium verlopen in het verticale vlak dat gaat door het 
beginpunt r = ro = xoix+ Yoi,.+zoiz van de baan en zijn begin richting So. 
Laat nu (J de hoek zijn tussen iz en s en (Jo de hoek tussen iz en So (Fig. 75), 
dan volgt uit het constant zijn van de grootte van het linkerlid van (32.6) 

n(z) sin(O) = Co, (32.7) 

waarin 

Co der n{zo) sin «(Jo) (32.8) 

de baanconstante van de baan voorstelt. Vergelijking (32.7) staat bekend 
als de wet van SNEL (SNELLIUS) voor een horizontaal gelaagd medium. 

80 = 300 600 9()0 1200 

8 8 1500 

z z 

I 6 --------- 16 , 

4 4 --~!I--

2 2 

0 0 
2 4 16 2 6 8 10 12 

-n -x 
-2 -2 

80 = 16So 

Fig. 76. Banen van uniforme, elektromagnetische stralen in een medium 
waarvan n2 = n2 (z) lineair overgaat van de ene constante waarde in de 
andere. In het overgangsgebied is n2 = qo + q 1 z, waarin qo en q 1 constanten 
zijn. 
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z8 z8 
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Fig. 77. Banen van uniforme, elektromagnetische stralen in een medium 
waarvan n2 = n2 (z) parabolisch overgaat van de ene constante waarde in 
de andere. In het overgangsgebied is n2 = qO+q2 z2, waarin qo en q2 
constanten zijn, met (a) q2 > 0, (b) q2 < O. 
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Een tweede resultaat uit (32.2) volgt door linker- en rechterlid van de 
vergelijking scalair met Îz te vermenigvuldigen. Daar 

(32.9) 
en 

(32.10) 

omdat iz een constante vector is, d.r = sen Îz·s = cos (8), volgt dan 

d.[n cos(8)] = ozn. (32.11) 

Afhankelijk van de keuze van beginpunt en beginrichting kan de baan 
van een straal een punt hebben waar () = n/2; in zo'n punt heeft de baan 
een horizontale raaklijn. Laat Z = zhor de waarde van de verticale 
coördinaat zijn waar dit optreedt (Fig. 75), dan geeft substitutie van 
8 = n/2 en Z = zhor in (32.7), met gebruikmaking van (32.8), 

n(zhor) = n(zo) sin(80) = Co. (32.12) 

Daar 0::;; sin (80) ::;; 1, moet voor de geldigheid van (32.12) voldaan 
worden aan de voorwaarde n(zhor)::;; n(zo). Dit houdt in, dat in het 
beginpunt de baan moet starten in de richting van afnemende n. Na 
passeren van het punt met horizontale raaklijn buigt de baan af in de 
richting van toenemende n. Volgens (32.7) zou 8 wel de waarde n/2 en z 
de waarde zhor kunnen behouden, maar op grond van (32.11) kan dit 
laatste alleen maar als z = Zhor samenvalt met een verticaal niveau waar 
ozn = O. Een dergelijk verticaal niveau kan echter alleen asymptotisch 
worden bereikt, óf de baan moet in horizontale richting op dit niveau 
beginnen. 

In Fig. 76 zijn een aantal banen getekend van uniforme, elektro­
magnetische stralen in een medium waarvan n2 = n2 (z) lineair overgaat 
van de ene constante waarde in de andere (zie ook Vraagstuk 32.3). 
Fig. 77 geeft een aantal banen weer van uniforme, elektromagnetische 
stralen in een medium waarvan n2 = n2 (z) parabolisch overgaat van de 
ene constante waarde in de andere (zie ook Vraagstuk 32.4). 

De theorie van de elektromagnetische stralen in een horizontaal gelaagd 
medium vindt onder andere toepassing bij beschouwingen omtrent de 
propagatie van radiogolven in de atmosfeer over zodanig kleine afstanden 
dat de kromming van de atmosfeer te verwaarlozen is. 

328 



UNIFORME STRALEN IN HORIZONTAAL GELAAGD MEDIUM/32 

VRAAGSTUKKEN 

Vraagstuk 32.1. Leid uit de vergelijkingen ds[n sin (0)] = 0 (zie Vergelijking (32.5» en 
ds[n cos (0)] = ozn (zie Vergelijking (32.11» af, dat voor de baan van een uniforme, 
elektromagnetische straal in een horizontaal gelaagd medium geldt: (a) dsn = coS(O)Ozl1 
en (b) dsO=Cooz(n- I), waarin Co de door Vergelijking (32.8) gedefinieerde baan­
constante voorstelt. 

Vraagstuk 32.2. Laat r = r(s) de parametervoorstelling zijn van de baan van een uni­
forme, elektromagnetische straal in een horizontaal gelaagd medium. Kies van het 
gebruikte Cartesiaanse coördinatenstelsel de z-as zodanig, dat n = n(z) en de x-as zodanig, 
dat de baan in het x ,z-vlak verloopt (dus So = sin (Oo)ix+cos(Oo)iz). De vergelijking voor 
de baan van de straal kan dan ook in de vorm z = z(x) worden geschreven. Leid uit 
Vergelijking (32.2) een differentiaalvergelijking voor de baan van de straal af, waarin x 
als onafhankelijk veranderlijke en z als afhankelijk veranderlijke voorkomt. (Aanwijzing : 
maak gebruik van de eigenschap ndgZ = n(dsx)dxz = Codxz, waarin Co de door Verge­
lijking (32.8) gedefinieerde baanconstante voorstelt.) 
Antwoord: C~ d; z = t<J. (n2). 

Vraagstuk 32.3. De in Vraagstuk 32.2 verkregen differentiaalvergelijking wordt gebruikt 
om de baan van een uniforme, elektromagnetische straal te bepalen in een horizontaal 
gelaagd medium waarvoor n2 = qo +qlz; hierin zijn qo en ql constanten. (a) Bepaal de 
differentiaalvergelijking waaraan z als functie van x in dit geval moet voldoen. (b) Bepaal 
de vergelijking van de baan van de straal die door het punt x = Xo, z = Zo gaat en in dit 
punt een hoek 00 met iz maakt. (c) Bepaal het punt x = Xbor> Z = Zbo" waar de baan van 
de straal een horizontale raaklijn heeft. (d) Onder welke voorwaarde(n) is Xbo, > Xo, in 
de onderstelling, dat O:s; 00 :s; 7[.? (e) Als aan de onder (d) gestelde voorwaarde(n) is 
voldaan, in welk geval is dan Zbo, > zo' respectievelijk Zbo, < zo? 
Antwoord: (a) C5d;Z = tql; (b) z-zo = Al (x-xo)+A2(x-xo)2, waarin Al = cot(Oo) 
en Az = qt/4C5, met Co = n(zo) sin(Oo) = (qO+ql zo)! sin (00 ); (c) Xbo,-XO = -At/2A2, 
Zbo,-ZO = -Af!4A2; (d) xbo,-xo > 0 als qï l cos (00 ) < 0; (e) Zbo,-ZO > 0 als ql < 0 en 
Zbo,-ZO < 0 als ql > O. 

Vraagstuk 32.4. De in Vraagstuk 32.2 verkregen differentiaalvergelijking wordt gebruikt 
om de baan van een uniforme, elektromagnetische straal te bepalen in een horizontaal 
gelaagd medium waarvoor n2 =QO+q2z2; hierin zijn qo en Q2 constanten. (a) Bepaal de 
differentiaalvergelijking waaraan z als functie van x in dit geval moet voldoen. (b) Onder­
stel, dat q2 > 0 en bepaal de vergelijking van de baan van de straal die door het punt 
x = Xo, z = Zo gaat en in dit punt een hoek 00 met i. maakt. (c) Onderstel, dat q2 < 0 en 
bepaal de vergelijking van de baan van de straal die door het punt x = Xo, z = Zo gaat en 
in dit punt een hoek (Jo met i. maakt. (d) Laat x = Xbor> Z = Zbo, het punt zijn waar de 
onder (b) beschouwde baan een horizontaal punt heeft; bepaal een vergelijking waaruit 
Xbo, volgt. (e) Wat is de maximale waarde Zmax van z die de onder (c) beschouwde baan 
bereikt? 
Antwoord: (a) C5d;Z=q2z; (b) z=A I cosh[q2!(x-xo)/Co]+BI sinh[q2!(x-xo)/Co], 
waarin AI=ZO en BI=qi!Coeot«(Jo), met Co =n(zo) sin «(Jo) = (qo+qzZ5)! sin «(Jo); 
(e) z = A2 eos[( -q2)!(x-xo}/Col+Bz sin[( -q2)!(x-xo}/Col, waarin Az = Zo en 
B2 = (-q2}-!CO eot«(Jo), met Co = n(zo} sin «(Jo) = (qo+q2Z5)! sin«(Jo); 
(d) tanh[Q2!(xno,-x)/Co]= -BI/Al; (e) zmax=(A~+Bi)!· 
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33. Uniforme, elektromagnetische 
stralen in een sferisch gelaagd medium 

In een sferisch gelaagd medium zijn Il en J1. slechts afhankelijk van de 
afstand van een punt in de ruimte tot een vast centrum. Van het te 
gebruiken rechts-cyclische, Cartesiaanse coördinatenstelsel kiezen wij de 
oorsprong in het centrum van sferische symmetrie. De afstand van een 
punt in de ruimte tot dit centrum duiden wij aan met r = (x2 + y2 

+ Z2)t ~ O. Voor een sferisch gelaagd medium geldt 

gradn = (orn) ir = [or(llrJlr)"i-] i" (33.1) 

waarin i, de eenheidsvector in radiale richting aangeeft (ir = rlr). 
Substitutie van (33.1) in (31.48) geeft 

dsCndsr) = (orn) i, (33.2) 

als differentiaalvergelijking voor de banen van elektromagnetische 
stralen in een sferisch gelaagd medium. 

Een eerste resultaat uit (33.2) volgt door linker- en rechterlid van de 
vergelijking vectorieel met r te vermenigvuldigen. Daar 

r x (Orn) ir = 0 (33.3) 

en 

r x ds(ndsr) = ds(r x ndsr) - d.r x (nd.r) = d.(r x ns), (33.4) 

omdat d.r x d,r = 0 en d.r = s, volgt dan 

d.(rx ns) = o. (33.5) 

Derhalve is 

r x ns = constante vector langs de baan van een straal. (33.6) 

Uit het constant zijn van de richting van het linkerlid van (33.6) volgt, 
dat de banen van unüorme, elektromagnetische stralen in een sferisch 
gelaagd medium verlopen in het vlak dat gaat door het centrum (9, het 
beginpunt r = r 0 = Xo ix + Yo i,. + Zo iz van de baan en zijn beginrichting So. 
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Fig. 78. De baan van een uniforme, elektromagnetische straal in een 
sferisch gelaagd medium met centrum m. 

Laat nu 0 de hoek zijn tussen r en s en 00 de hoek tussen ro en So (Fig. 78), 
dan volgt uit het constant zijn van de grootte van het linkerlid van (33.6) 

rn(r) sin(O) = Co, (33.7) 

waarin 

(33.8) 

de baan constante van de baan voorstelt. Vergelijking (33.7) staat bekend 
als de wet van SNEL (SNELLIUS) voor een sferisch gelaagd medium; de 
wet staat ook wel bekend als de wet van BOUGUER. 

Een tweede resultaat uit (33.2) volgt door linker- en rechterlid scalair 
met r te vermenigvuldigen. Daar 

en 
r·(o,n) i, = ro,n = o,(rn) - n 

r· d. (nd, r) = d,(r· nd.r) - d,r· nd,r 

= d,(r· ns) - n 

= d,[rn cos(O)] - n, 

omdat d,r = s, d,r· d,r = s·s = 1 en r·s "'" r cos(O), volgt dan 

d.[rn cos(O)] = a, (rn) . 

(33.9) 

(33.10) 

(33.11) 
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Afhankelijk van de keuze van beginpunt en beginrichting kan de baan 
van een straal een punt hebben waar () = nf2; wij zeggen wederom, dat de 
baan in zo'n pUnt een horizontale raaklijn heeft. Laat r = rhor de afstand 
zijn van het centrum tot het punt waar dit optreedt (Fig. 78), dan geeft 
substitutie van () = n/2 en r = rhor in (33.7), met gebruikmaking van 
(33.8), 

(33.12) 

Daar 0 ~ sin «()o) ~ I, moet voor de geldigheid van (33.12) voldaan 
worden aan de voorwaarde rhorn(rhor) ~ ron (ro) . Dit houdt in, dat in het 
beginpunt de baan moet starten in de richting van afnemende rn . Na 
passeren van het punt met horizontale raaklijn buigt de baan af in de 
richting van toenemende rn. Volgens (33.7) zou () wel de waarde n/2 en 
r de waarde r hor kunnen behouden, maar op grond van (33.11) kan dit 
laatste alleen maar als r = r hor samenvalt met een oppervlak waar 
a,(rn) = O. Een dergelijk oppervlak kan echter alleen asymptotisch 
worden bereikt, óf de baan moet in horizontale richting op dit niveau 
beginnen. 

De theorie van de elektromagnetische stralen in een sferisch gelaagd 
medium vindt onder andere toepassing bij beschouwingen omtrent de 
propagatie van radiogolven in de atmosfeer over zodanige afstanden dat 
de kromming van de atmosfeer constant ondersteld kan worden. 

VRAAGSTUKKEN 

Vraagstuk 33.1. Leid uit de vergelijkingen d,[rn sin(8)] = 0 (zie Vergelijking (33.5) en 
d,[rn cos (0)] = o,(rn) (zie Vergelijking (33.11» af, dat voor de baan van een uniforme, 
elektromagnetische straal in een sferisch gelaagd medium geldt: (a) d.(rn) = cos (0) 0, (rn) 
en (b) d,O = Coo,(rn)-I, waarin Co de door Vergelijking (33.8) gedefinieerde baan­
constante voorstelt. 

Vraagstuk 33.2. Bewijs, dat Vergelijking (33.11) kan worden hersçhreven als 
rnd, (rnd,r) = to,[(rn)2]. (Aanwijzing: maak gebruik van de eigenschap r'nd,r = tnd.(r·r) 
=!nd.(r2) = rnd.r.) 

Vraagstuk 33.3. Laat r = r(s) de parametervoorstelling zijn van de baan van een uni­
forme, elektromagnetische straal in een sferisch gelaagd medium. Laat I{! de middelpunts­
hoek zijn tussen r en ro (Fig. 78), dan kan de vergelijking voor de baan van de straal ook 
in de vorm r = r(I{!) worden geschreven. Leid uit Vergelijking (33.7) en het resultaat van 
Vraagstuk 33.2 een differentiaalvergelijking voor de baan van de straal af, waarin I{! als 
onafhankelijk veranderlijke en r als afhankelijk veranderlijke voorkomt. (Aanwijzing: 
maak gebruik van de eigenschap rnd,r = rn cos (0) = rn sin(O) cot(O) = (Co/r)d",r, 
waarin Co de door Vergelijking (33.8) gedefinieerde baanconstante voorstelt.) 
Antwoord: (Co/r)dp[(Co/r)dpr] = to,[(rn)2]. 
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Aanhangsel A: Vectoralgebra 

In dit aanhangsel geven wij een overzicht van de voornaamste formules 
uit de vectoralgebra. De vectoren zijn gedefinieerd in de driedimensio­
nale ruimte. Hun kentallen zijn reële of complexe getallen en worden 
vastgelegd ten opzichte van een vaste orthonormale basis ix, iy, iz. 
In de aangegeven volgorde vormen ix, iy en iz een rechts-cyclisch stelsel. 

Laten a = axix+ayiy+aziz en b = bxix+byiy+bziz twee willekeurige 
vectoren zijn en l en Jl twee willekeurige reële of complexe getallen, dan 
is de lineaire combinatie la + Jlb van a en b de vector die is gedefinieerd als 

Ä.a+ Jlb der (J..ax + JlbJ ix + (J..a y + Jlby) iy + (J..az + Jlbz) iz, (A. 1) 

het scalaire of inwendige product a 0 b van a en b de scalair gedefinieerd als 

a 0 b der axbx + ayby + azbz (A.2) 

en het vectoriële of uitwendige product a x b van a en b de vector 
gedefinieerd als 

ix iy iz 

a x b der ax ay az 

bx by bz 

Het scalaire product heeft de eigenschap 

aob = boa 

en het vectoriële product de eigenschap 

axb= -bxa. 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

Laten nu a, b en c drie willekeurige vectoren zijn, dan is hun scalaire 
tripel product a 0 (b xc) gegeven door 

ao(bxc)= bx by bz (A.6) 
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Het scalaire tripelproduct heeft de eigenschap 

ao(bxc) = bo(cxa) = co(axb) 

= -co(bxa) = -bo(axc) = -ao(cxb). (A.7) 

Het vectoriële tripelproduct a x (b x c) kan worden herleid tot 

a x (bxc) = (aoc)b-(aob)c; (A. 8) 

evenzo is 

(axb) x c = (aoc) b - (boc) a. (A.9) 

334 



Aanhangsel B : Vectoranalyse 

In dit aanhangsel geven wij een overzicht van de voornaamste formules 
uit de vectoranalyse. 

(a) Differentiëren en integreren naar een parameter 

Laat v = vet) een differentieerbare vectorfunctie van de parameter t zijn, 
dan is 

(B.l) 

Laat v = vet) een integreerbare vectorfunctie van de parameter t zijn, 
dan is 

(2 vet) dt def ((2 Vx(t) dt) ix + (I:: Vy(t) dt) iy +( I:: v,,(t) dt) i". 

(B.2) 

Laat cp = cp(t) een differentieerbare scalarfunctie van de parameter t 
zijn en laten v = vet) en w = wet) differentieerbare vectorfuncties van de 
parameter t zijn, dan gelden voor het differentiëren naar t de volgende 
regels: 

d,(IPv) = (d,IP) v + lP (d,v) , 

d,(v"w) = (d,v)"w+v"(d,w), 

d,(vxw) = (d,v) x w+v x (d,w). 

(b) Differentiëren naar de plaatscoördinaten 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

Om de plaats in de ruimte vast te leggen, gebruiken wij de Cartesiaanse 
coördinaten x, y, z die bij de orthonormale basis ix ' iy , i" behoren. De 
plaatsvector wordt aangeduid met 

(B.6) 
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Laat cp = cp (r) een differentieerbare scalarfunctie van de plaatscoör­
dinaten zijn, dan is de gradiënt van cp de vectorfunctie die is gedefinieerd 
als 

(B.7) 

Laat v = v(r) een differentieerbare vectorfunctie van de plaatscoördinaten 
zijn, dan is de divergentie van v de scalarfunctie die is gedefinieerd als 

divv der O"V" + OyVy + OzVz (B.8) 

en de rotatie van v de vectorfunctie die is gedefinieerd als 

i" iy iz 

rotv def 0" Oy Oz (B.9) 

Met behulp van de nabla-operator (operator van HAMILTON), die is 
gedefinieerd als 

V def·::> .::> .::> 
= I"u" + Iyuy + Iz Uz , 

kan men schrijven 

grad cp = Vcp, 

div v = V·v, 

rotv = Vxv. 

(B.IO) 

(B.H) 

(B.12) 

(B.13) 

In de hierna volgende regels voor het differentiëren naar de plaats­
coördinaten zijn cp = cp (r) en I/! = I/! (r) differentieerbare scalarfuncties 
en v = v(r) en w = w(r) differentieerbare vectorfuncties. Er geldt 
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grad (cp + I/!) = grad cp + grad I/! , 

div(v+w) = divv + divw, 

rot(v+w) = rot v + rotw, 

grad (cpl/!) = I/! grad cp + cp grad I/! , 
div(cpv) = v·grad cp + cp divv, 

rot( cpv) = (grad cp) x v + cp rot v , 

div(vxw) = w·rotv - v·rotw, 

rot(vxw) = (w·V) v-w divv - (v·V) w+v divw, 

grad(v·w) = w x rot v + (w· V) v+v x rotw + (v· V) w. 

(B.14) 

(B.1S) 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

(B.21) 

(B.22) 
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Laat ep = eper) een tweemaal differentieerbare scalarfunctie zijn, dan is 

div gradep = V 2 ep, 

waarin 

de operator van LAPLACE is, en 

rot grad ep = o. 

(B.23) 

(B.24) 

(B.2S) 

Laat v = ver) een tweemaal differentieerbare vectorfunctie zijn, dan is 

div rot v = 0, 

rot rot y = grad div y- V2 y. 

In de hierna volgende voorbeelden is r gegeven door (B.6), is 

r = (ror)t = (x2+ y2+Z2)t ~ 0 

en is a een constante vector. Er geldt 

gradr = r/r, 

grad rn = nrn-2r, 

gradf(r) = (dr!) r/r, 

div r = 3, 

rot r = 0, 

V 2 rn = n(n+l) rn- 2
, 

grad(aor) = a, 

(aoV) r = a, 

(a x V) x r = -2a. 

(c) Integraalstellingen 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

(B.29) 

(B.30) 

(B.31) 

(B.32) 

(B.33) 

(B.34) 

(B.3S) 

(B.36) 

(B.37) 

Laat [/ een voldoende glad, begrensd, gesloten oppervlak zijn en "Y het 
begrensde gebied binnen [/. De eenheidsvector langs de naar buiten 
(dat is van "Y af) gerichte normaal op [/ noemen wij n. In "Y en op [/ 
zijn een continu differentieerbare scalarfunctie q; = q;(r) en een continu 
differentieerbare vectorfunctie v = ver) gedefinieerd. Dan is 

fis. nep dA = f Jf.,. grad ep dV, (B.38) 
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fi f/ O' V dA = IJ f.v. div V d V, (B.39) 

fi f/ 0 X V dA = J J f". rot V d V . (BAO) 

Vergelijking (B.39) staat bekend als de stelling van GAUSS; (B.38) en 
(BAO) zijn modificaties hiervan. 

Laat vervolgens C(j een voldoend gladde, begrensde, enkelvoudig 
gesloten kromme zijn en 9' een voldoend glad, begrensd, tweezijdig 
oppervlak dat C(j tot randkromme heeft. Wij kiezen een richting 
waarin C(j wordt doorlopen en noemen de eenheidsvector langs de 
raaklijn aan <(/ in deze richting 't; de rechts-cyclisch aan "C toegevoegde 
eenheidsvector langs de normaal op 9' noemen wij o. In een enkelvoudig 
samenhangend gebied "/1", waarin C(j en 9' zijn gelegen, zijn een continu 
differentieerbare scalarfunctie ep = ep (r) en een continu differentieerbare 
vectorfunctie V = ver) gedefinieerd. Dan is 

f ~ 'tep ds = I I f/ (0 X V) <p dA = I I f/ 0 x grad <p dA, (BAl) 

f~ "C'vds = IIf/ (oxV)'vdA = IIf/ o'rotvdA, (BA2) 

f ~ "C X v ds = J J f/ (0 X V) X v dA. (BA3) 

Vergelijking (BA2) staat bekend als de stelling van STOKES; (BAl) en 
(BA3) zijn modificaties hiervan. 

Laat tenslotte ft' een voldoend gladde, begrensde kromme zijn, die 
van het beginpunt f!JJ naar het eindpunt !2 wordt doorlopen. De eenheids­
vector langs de raaklijn aan ft' in de richting waarin ft' wordt doorlopen, 
noemen wij "C. In een gebied "/1", waarin ft' is gelegen, is een continu 
differentieerbare scalarfunctie ep = eper) gedefinieerd. Dan is 

I; "C'gradepds = ep(r~)-ep(r{j'). (B.44) 

Bij vaste f!JJ en !2 is het resultaat onafhankelijk van de gevolgde integratie­
weg, hetgeen met behulp van (BA2) en (B.25) te bewijzen is. 
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Aanhangsel C : Rekenschema voor de 
bepaling van de vierkantswortel 
uit een complex getal 

In dit aanhangsel wordt een rekenschema opgesteld om de twee (com­
plexe) waarden te bepalen van de vierkantswortel uit een complex getal. 
Laat p + jq het gegeven complexe getal zijn en noem de gevraagde vier­
kantswortel cc+jp; hierin zijn p,q, cc en p reëel. Het vraagstuk is dan 
zodanige waarden van cc en p te bepalen, dat 

(ce+jP)2 = p+jq. (C.l) 

Door uitwerken van het linkerlid en gelijkstellen van de reële, respectie­
velijk de imaginaire delen ter weerszijden van het gelijkteken verkrijgt 
men 

ce2_p2 = p (C.2) 

en 

2ceP = q. (C.3) 

Uit (C.2) volgt 

(ce2 _ P2)2 = p2 (C.4) 

en uit (C.3) en (C.4) 

(ce2+p2)2 = p2+q2, (C.5) 

zodat 

ce2 + p2 = (P2 + q2)t. (C.6) 

Hierbij wordt afgesproken, dat (reëel en niet-negatief getal)t ~ O. Uit 
(C.2) en (C.6) wordt verkregen 

(C.7) 

en 

(C.8) 
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zodat 

a = ± [t(p2+ q2)! + tp]! 
en 

(C.9) 

(C.l0) 

Van de vier mogelijke combinaties van a en {3 die uit (C.9) en (C.IO) 
volgen, zijn er slechts twee toelaatbaar. Om deze twee te vinden, gebrui­
ken wij wederom (C.3) en merken op dat 

sgn(aP) = sgn(q) , (C.11) 

waarin 

-1 voor u<O. 

sgn(u) deC 0 voor u =0, (C.12) 

1 voor u >0. 

Door toepassing van (C.11) worden twee van de vier combinaties uitge­
sloten. Voor de resterende twee combinaties geldt, dat zij tegengesteld 
gelijk aan elkaar zijn. 
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Aantal deeltjes 
in gebied, 7-9 
wet van behoud van, 9-10 

Aardingsweerstand 
van half-bolvormige elektrode, 120 

Actief medium, 155, 241 
constitutieve coëfficiënten voor, 

156, 157 
Analytische voortzetting, 243, 249 
Anisotroop materiaal, 70 
Anti-reflectiedeklaag 

reflectantie van, 232-233, 237. 238 
transmittantie van, 232-233, 234 

Atomaire structuur van de materie, 1 

Baanmagnetisch moment 
van deeltje in gesloten baan, 31-32 
van stelsel deeltjes, 30-33 

Baan van uniforme elektromagnetische 
straal 

algemene theorie van, 320-322 
baanconstante van, 326, 329, 331, 332 
beginpunt van, 322, 326, 330 
beginrichting van, 322, 326, 330 
differentiaalvergelijking voor, 322, 

323, 325, 329, 330, 332 
horizontale raaklijn aan, 328, 332 
in homogeen gebied, 322 
in horizontaal gelaagd medium, 

325-329 
in sferisch gelaagd medium, 330-332 
wet van Bouguer voor, 331 
wet van Snel (Snellius) voor, 326, 331 

Basisvectoren 
van direct rooster. 141 
van reciprook rooster, 141-142 

Beeldfunctie. Zie Eikonaal 

Behoud, wet van 
van aantal deeltjes, 9-10 
van elektrische lading, 12 
van energie, 87, 89, 93 

Beweeglijkheid van deeltjes, 107 
Beweging van geladen deeltje 

in elektromagnetisch veld, 43-49 
energievergelijking voor, 45 

in statisch elektrisch veld, 45-46 
in statisch magnetisch veld, 46-48 

Bode, betrekkingen van, 164 
Botsingsfrequentie voor impulsover­

dracht, 195 
Bouguer, wet van, 331 
Brekingsindex. Zie Complexe brekings­

index 
Brewster, hoek van 

voor E-polarisatie, 306. 314 
voor H-polarisatie, 309, 314-315 

Brongebied, 85 

Cartesiaanse coördinaten, I , 335 
eenheidsvectoren langs de assen van, 

1 
plaatsvector in, 2, 258, 335 

Causaliteitsbeginsel, 159-160 
Causaliteitsbetrekkingen, 158-168 

algemene theorie van, 160-164 
voor complexe permeabiliteit, 165-

166 
voor complexe permittiviteit, 165 
voor complexe soortelijke geleiding, 

164-165 
Circulair gepolariseerde veldgrootheid, 

127 
Cirkelfrequentie, 122 
Cirkelfrequenties 

rij van onderling onmeetbare, 136 

341 



REGISTER 

Cohaerentie, 273 
Cemplexe brekingsindex 

van eendimensionale golven, 183,184, 
186, 187, 188, 189, 190, 192, 
194, 196, 197, 199, 200, 201, 
203-204. Zie ook Propagatie van 
eendimensionale golven 

van uniforme elektromagnetische 
straal,320 

vectoriële, 263. Zie ook Propagatie 
van driedimensionale vlakke gol­
ven 

Complexe rekenwijze, 122-130, 132, 
135, 137 

Complexe voorstelling 
van afgeleide naar de plaatscoördi­

naten, 124, 130 
van afgeleide naar de tijd, 123-124, 

130 
van scalaire veldgrootheid, 123-124 
van vectoriële veldgrootheid, 124-128 
van veldgrootheid, 122 

Concentratie 
bij diffusie van geinjecteerde deeltjes, 

20,24 
van deeltjes, 7 
van deeltjes van een bepaalde soort, 

11 
Conductantiematrix, 116-117, 119 
Constitutieve coëfficiënten 

differentiële, 71 
van actief medium, 156, 157 
van dissipatief medium, 156, 157 
van passief medium, 156, 157 
van verlies vrij medium, 156, 157 

Constitutieve vergelijking 
van diffusieproces, 16 
voor warmtegeleiding, 96 

Constitutieve vergelijkingen, elektro­
magnetische, 67-75 

in frequentiedomein, 152, 158-159 
in tijddomein, 67-70, 159 

ContinuIteitsvergelijking 
voor deeltjesstroom, 10 
voor elektrische stroom, 12 

in frequentiedomein, 151 
ContinuÜInshypothese, 7, 10,30,33,38, 

84,94,95 
Contrast, elektromagnetisch 
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van Fabry-Perot etalon, 236 
van radome, 236 

Convectiesnelheid 
van deeltjes, 8-10 

Convectiestroomdichtheid, 12 
in frequentiedomein, 151 
in materieel medium, 63 

Convolutie van veldgrootheden 
in de ruimte, 144-145, 147 
in de tijd, 132-133, 135-136, 137-138 

Coulomb, wet van, 59 
Cyc1otronfrequentie 

van deeltje, 47 
van elektron, 49 

Deeltje 
elektrische lading van, 6 
impulsmoment van, 6 
kinetische energie van, 44-45 
plaats van, 6 
rustenergie van, 44 
rustmassa van, 6 
snelheid van, 6 
spinmagnetisch moment van, 6, 32 

Deeltjes 
levensduur van, 15, 18, 22 

Deeltjesstroom 
bij diffusie van geinjecteerde deeltjes, 

21,25 
continuiteitsvergelijking voor, 10 

Deeltjesstroomdichtheid, 10 
Differentiële constitutieve coëfficiënten, 

71 
Diffusie, 16-27 

van geinjecteerde deeltjes, 18-21,21-
25,26-27 

van ladingdragers in halfgeleiders, 
25,26 

Diffusiecoëfficiënt, 16, 17 
Diffusielengte, 20, 24 
Diffusieproces, 16, 96 

constitutieve vergelijking van, 16 
Diffusiesnelheid, 16 
Diffusiestroom, 17, 72 

gecompenseerd door driftstroom, 120 
Diffusiestroomdichtheid, 17 
Diffusievergelijking, 16, 17 
Dispersie, 186 
Dissipatie, 89 



Dissipatief medium, 155 
constitutieve coëfficiënten voor, 156, 

157 
Divergentie van vectorfunctie, 336 
Driedimensionale vlakke golf 

fasevector van, 261 
niet-uniforme, 262 
polarisatietoestand van, 263, 264 
uniforme, 262, 266-267 

vectoriële fasesnelheid van, 266 
vectoriële golfadmittantie van, 266 
vectoriële golf impedantie van, 267 
vectoriële golflengte van, 266 
vermogensstroomdichtheid in, 267 
voortplantingsrichting van, 266 

vectoriële complexe brekingsindex 
van, 263 

vectoriële fasesnelheid van, 262 
vectoriële golfadmittantie van, 262 
vectoriële golfimpedantie van, 262 
vectoriële golflengte van, 262 
vermogensstroomdichtheid in, 263 
verzwakkingsvector van, 261 
vlakken van gelijke amplitude van, 

262 
vlakken van gelijke fase van, 262 
voortplantingsvector van, 261 

Driedimensionale vlakke golven, 258-
315 

algemene theorie van, 258-264 
interferentie van twee, 273-283 
met lineair gepolariseerde elektrische 

veldsterkte, 264-265 
met lineair gepolariseerde magnetische 

veldsterkte, 265-266 
propagatie in uniforme sectie, 267-

272 
reflectie en transmissie door schei­

dingsvlak van twee media, 297-
315 

reflectie tegen elektrisch ondoor­
dringbaar voorwerp, 289-296 

transversale en z-componenten van, 
284-288 

betrekkingen tussen, 287 
Driftstroom, 72 

gecompenseerd door diffusiestroom, 
120 
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Eendimensionale golf 
complexe brekingsindex van, 183 
fasecoëfficiënt van, 177 
fasesnelheid van, 177 
golfadmittantie van, 180 
golfimpedantie van, 180 
golflengte van, 177 
intensiteit van, 181-182 
polarisatietoestand van, 180 
vermogensstroomdichtheid in, 180-

181 
verzwakkingscoëfficiënt van, 177 
voortplantingscoëfficiënt van, 177, 

182-183 
zuiver staande, 185-186 

Eendimensionale golven, 175-239 
excitatie door vlakkeplaatantenne, 

205-209 
overdracht in gelaagd medium, 224-

239 
propagatie in uniforme sectie, 175-

204 
reflectie en transmissie door schei­

dingsvlak van twee media, 210-
223 

Eendimensionale vrije trillingen van 
Fabry-Perot resonator, 246-257 

complexe cirkelfrequenties van 
ligging in complexe vlak, 250 

frequentievergelijking van, 250 
met botsingsvrij plasma, 254-256 
met dissipatief medium, 252-254 
met verliesvrij medium, 251-252 

Eenduidigheidsstelling 
voor stationaire elektrische stroming, 

112-115 
Eenheden. Zie ook Internationale Stel­

sel van Eenheden, het 
genormaliseerde schrijfwijze van, 4-5 

Eikonaal, 318, 320 
Eikonaalvergelijking, 318 
Einstein, wet van, 44 
Elektreet, 72 
Elektrische fluxdichtheid, 63 
Elektrische kracht, 37 
Elektrische lading 

in gebied, 11 
wet van behoud van, 12 
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Elektrische polarisatie, 30 
in materieel medium, 63 
permanente, 72 
van zwerm deeltjes met ruimtelijke 

ladingsdichtheid, 33 
Elektrische susceptibiliteit, 68 

differentiële, 71 
Elektrische veldenergie, 87, 89 

ruimtelijke dichtheid van, 87 
van geladen bol, 91 

Elektrische veldsterkte 
in materieel medium, 63 
in vacuüm, 36 
van geladen bol, 59 
van geladen cirkelcilinder, 60 
van geladen lijn, 60 
van geladen plaat, 60 
van puntlading, 59 

Elektrisch moment 
ruimtelijke dichtheid van, 30. Zie ook 

Elektrische polarisatie 
van gepolariseerd atoom, 34 
van stelsel deeltjes, 28-30 
van twee evenwijdige platen, 34 
van twee tegengesteld gelijke la­

dingen, 33 
Elektrisch veld 

van permanent elektrisch gepolari­
seerde plak, 74 

van permanent elektrisch gepolari­
seerde staaf, 74 

Elektroden in configuratie, 104 
Elektromagnetische golven, 169-239, 

258-315 
eendimensionale, 169-239 

in frequentiedomein, 175-239. Zie 
ook Eendimensionale golven 

in tijddomein, 169-174. Zie ook 
Lopende vlakke golven in va­
cuüm 

in vacuüm, 169-174. Zie ook 
Lopende vlakke golven in 
vacuüm 

driedimensionale vlakke 
in frequentiedomein, 258-315. Zie 

ook Driedimensionale vlakke 
golven 

Elektromagnetische kracht 
ruimtelijke dichtheid van, 38 
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Elektromagnetische straal 
niet-uniforme, 320 
oppervlak van gelijke amplitude van, 

319 
oppervlak van gelijke fase van, 319 
uniforme, 320. Zie ook Baan van 

uniforme elektromagnetische 
straal 

intensiteit van, 323 
scalaire brekingsindex van, 320 
transport van vermogen langs, 

322-323 
voortplantingsrichting van, 320, 

321 
vectoriële brekingsindex van, 317, 319 

Elektromagnetische stralen, 316-332 
algemene theorie van, 316-324 
in horizontaal gelaagd medium, 

325-329 
in sferisch gelaagd medium, 330-332 

Elektromagnetische straling, 87 
Elektromagnetische veldenergie, 89 
Elektromotorische spanning, 65 
Elektron 

klassieke straal van, 91 
lading van, 6 

Elektronenmicroscoop 
theorie van de afbeelding met, 324 

Elektronentheorie. Zie Klassieke elek­
tronentheorie 

Elliptisch gepolariseerde veldgrootheid, 
126 

Energie 
wet van behoud van, 87, 89, 93 

Energiebron, 85 
Energie in het elektromagnetische veld, 

84-92 
Equipotentiaaloppervlak, 83 

Fabry-Perot etalon 
elektromagnetisch contrast van, 236 
reflectantie van, 233-237 
transmittantie van, 233-237, 238 

Fabry-Perot resonator, 240-241. Zie 
ook Eendimensionale vrije tril­
lingen van Fabry-Perot reso­
nator 

actief medium in, 241 
in laser, 241-242, 257 



model voor, 246-247 
passieve, 242 
spiegels van, 240-241, 242, 247 

reflectie-eigenschappen van, 249 
Faraday, inductiewet van, 65 
Fasecoëfficiënt, 177, 184, 186, 187, 188, 

189, 190, 192, 193, 196, 197, 199, 
200,201,203-204 

Fasesnelheid, 177, 185 
vectoriële, 262 

van uniforme vlakke golf, 266 
Fasevector, 261 
Fotografische plaat met periodieke 

zwarting, 282, 283 
Fourier 

analyse en synthese volgens, 131-140, 
141-149 

coëfficiënten van, 132, 144 
integraal van, 135, 146 
reeks van, 132, 144 

Fouriermethoden 
in de ruimte, 141-149 
in de tijd, 131-140 

Frequentie, 122 
Fresnel, reflectiefactor van 

voor E-polarisatie, 305, 306, 307, 314, 
315 

voor H-polarisatie, 308, 309-310, 314, 
315 

Fysische ruimte, 148 

Gauss, stelling van, 338 
modificaties van, 337-338 
toepassing van, 10, 52-53, 54, 55, 65, 

86, 89, 95, 110 
Geintegreerd product van veldgroot­

heden, 136, 147-148 
Gelaagd medium 

horizontaal, 325-329 
sfensch, 330-332 
vlak, 224-239 

met drie media, 229-239 
Geleidingsstroomdichtheid, 69 
Gemiddeld product van veldgrootheden, 

133, 145 
Golf 

doorgelaten, 301, 304 
invallende, 290, 291, 292, 293, 301, 

304 
teruggekaatste, 290, 291, 292, 294, 
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301, 304 
Golfadmittantie, 173, 180,225 

vectoriële, 262, 266 
Golfimpedantie, 173, 180, 225 

vectoriële, 262, 267 
Golflengte, 177 

in vacuüm, 201 
vectoriële, 262, 266 

Golfmatrix, 177-178,211-212,248-249 
Golfvectorruimte, 148 
Golfvergelijking 

vectoriële, 53 
Gradiënt van scalarfunctie, 336 

Helmholtz, vergelijking van 
eendimensionale, 176, 248 
vectoriële, 259, 260 

Hoek van breking. Zie Hoek van 
doorlating 

Hoek van doorlating, 302, 303 
beschikbaar interval voor, 303-304 

Hoek van inval, 294, 301 
beschikbaar interval voor, 303-304 

Hoek van terugkaatsing, 295, 301, 302 
Holografisch tralie, 282 
Hybriede matrix, 121 

Imaginaire eenheid, 122, 129 
Inductiewet van Faraday, 65 
Intensiteit, 181-182, 185, 213, 215, 323 
Interferentiefilter, 224 
Interferentiepatroon, 273 
Interferentietralie, 282 
Interferentie van twee uniforme vlakke 

golven, 275-283 
met lineair gepolariseerde elektrische 

veldsterkte, 275-279 
met lineair gepolariseerde magne­

tische veldsterkte, 279-282 
vermogensstroomdichtheid bij, 

277-279, 280-282 
Interferentie van twee vlakke golven, 

273-283. Zie ook Interferentie 
van twee uniforme vlakke golven 

Internationale Stelsel van Eenheden 
(SI), het, 4, 13,26,33,36,41,66, 
73, 91, 101 

Isotherm oppervlak, 100 
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Kettingmatrix, 121 
Kinetische energie 

van deeltje, 44-45 
Kirchhoff, wet van, 14, 109 
Klassieke elektronentheorie, 28, 58. 63, 

67 
geleidingsstroom in, 58 
magnetisatiestroom in, 58 
polarisatiestroom in, 58 

Koppel 
op deeltje met spinmagnetisch mo-

ment, 39-40 
op elektrische halter, 41 
op kringstroom, 42 
op wentelende geladen bol, 42 

Kracht 
elektrische, 37 
elektromagnetische, 37-38 

ruimtelijke dichtheid van, 38 
magnetische, 37 
op puntlading, 36 
op stelsel geladen deeltjes, 37-38 
tussen twee geladen platen, 60 
tussen twee puntladingen, 59 
tussen twee stroomvoerende draden, 

59-60 
tussen twee stroomvoerende platen, 

60 
Kramers en Kronig, betrekkingen van, 

162-163, 167. Zie ook Causali­
teitsbetrekkingen 

Lading. Zie Elektrische lading 
Ladingsdichtheid, elektrische, 10, 54 

in halfgeleider, 14 
in materieel medium, 63 
in metalen geleider, 14 

Ladingsmiddelpunt, 29 
Langevin, formule van, 74 
Laplace 

operator van, 18, 107, 259, 337 
vergelijking van, 107 

Larmorfrequentie, 42 
Laser, 156,201,241-242 
Lichtstralen. Zie Elektromagnetische 

stralen 
Lineair gepolariseerde veldgrootheid, 

126 
Links-circulair gepolariseerde veld­

grootheid, 128, 130 
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Links-elliptisch gepolariseerde 
veldgrootheid, 128 

Lopende vlakke golf in vacuüm, 
169-174 

bewegingsvergelijking voor geladen 
deeltje in, 174 

golfadmittantie van, 173 
golfimpedantie van, 173 
golfvorm van, 173 
lineair gepolariseerde, 173 
vermogensstroomdichtheid in, 171, 

172-173 
voortplantingsrichting van, 171 
voortplantingssnelheid van, 171-172 

Lorentzkracht, 37 

Macroscopische theorie, 2 
Magneet, 72 
Magnetisatie, 33 

in materieel medium, 63 
permanente, 72 
van zwerm deeltjes met convectie-

stroomdichtheid, 34 
Magnetische flux, 65, 66 
Magnetische kracht, 37 
Magnetische susceptibiliteit, 68 

differentiële, 71 
Magnetische veldenergie, 87, 89 

ruimtelijke dichtheid van, 87 
Magnetische veldsterkte 

in materieel medium, 63 
in vacuüm, 36 
van stroomvoerende cirkelcilinder, 59 
van stroomvoerende draad, 59 
van twee stroomvoerende platen, 61 
van vlakke bundel elektronen, 60 

Magnetisch moment 
ruimtelijke dichtheid van, 32-33. Zie 

ook Magnetisatie 
van deeltje in centraal krachtveld, 35 
van deeltje in gesloten baan, 31-32 
van kringstroom, 34 
van spoel, 34-35 
van stelsel deeltjes, 30-31, 32 
van wentelende geladen bol, 35 

Magnetisch veld 
van permanent gemagnetiseerde plak, 

74 
van permanent gemagnetiseerde staaf, 

75 



Magneto-elasticiteit, 72 
Magneto-elektrisch effect, 73 
Massadichtheid, 96 
Materiaal 

anisotroop, 70 
diëlektrisch ondoordringbaar, 82 
gepompt, 70 
homogeen, 70 
inhomogeen, 70 
instantaan reagerend, 70 
isotroop, 70 
lineair, 70 
locaal reagerend, 69 
magnetisch ondoordringbaar, 83 
met nawerking, 70 
niet-lineair, 70 
niet-Iocaal reagerend, 69 
parametrisch beïnvloed, 70 
tijdinvariant, 70 
volkomen geleidend, 82 

Maxwell, James Clerk, 3, 57 
Maxwell, vergelijkingen van. Zie Veld­

vergelijkingen, elektromagne­
tische 

Mechanisch moment 
ruimtelijke dichtheid van, 39-40 
van een kracht, 39 

Medium 
actief, 155 
dissipatief, 155 
passief, 155 
verliesvrij, 155 

Micro golf tril holte, 241, 242 
koppelvenster in, 241, 242 

Modus van een resonator 
absolute bandbreedte van, 245 
complexe cirkelfrequentie van, 244 

experimentele bepaling van, 256 
ligging in complexe vlak, 245-246 

decreseentie van, 244 
dempingscoëfficiënt van, 244 
frequentie van, 244 
kwaliteitsfactor van, 245 
reële cirkelfrequentie van, 244 
relatieve bandbreedte van, 245 
veld verdeling van, 244 

Nabla-operator, 2, 336 
Nawerking, 159-160 
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Ohm, wet van, 69 
Ontstaanstempo van deeltjes, 9 

concentratie van, 9 
Oppervlakken van gelijke amplitude, 

262, 268-269, 269-270, 271-272, 
319 

Oppervlakken van gelijke fase, 262, 
268-269, 269-270, 271-272, 319 

Oppervlaktelading, elektrische, 78 
OppervlakteIadingsdichtheid, 78 
Overdrachtsmatrix 

van gelaagd medium, 226 
met drie media, 229-230 

van scheidingsvlak van twee media, 
212,226 

op basis van elektrische veldsterkte, 
214, 228, 305, 312 

op basis van magnetische veld­
sterkte, 216, 228, 308, 313 

van uniforme sectie van een medium, 
179, 226, 227-228 

Parseval, formule van, 133, 136, 138, 
145, 148 

Passief medium, 155 
constitutieve coëfficiënten voor, 156, 

157 
Periode, 122 
Periodieke veldgrootheden 

in de ruimte, 141 
in de tijd, 131 

Permeabiliteit 
absolute, 69 
complexe, 152, 158-159 

causaliteitsbetrekkingen voor, 
165-166 

differentiële, 71 
relatieve, 69 
van het vacuüm, 36 

Permittiviteit 
absolute, 69 
complexe, 152, 158-159 

causaliteitsbetrekkingen voor, 165 
differentiële, 71 
relatieve, 69 
van botsingsvrij plasma, 188, 202-203 
van botsingsvrij tweecomponenten-

plasma, 203 
van diëlektricum met absorptielijn, 

167, 191, 192, 193, 203 
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van diëlektricum met gestimuleerde­
emissielijn, 198, 199 

van diëlektricum met meer dan één 
absorptielijn, 194 

van het vacuüm, 50 
van verliesvrij diëlektricum, 186 

Piëzo-elektriciteit, 72 
Plaatsvector, 2, 258, 335 
Plasmacirkelfrequentie, 188, 191, 194, 

203, 254, 270 
experimentele bepaling van, 256 

Plasmaschild, 
afschermende werking van, 223 

Poisson, vergelijking van, 61 
Polarisatie. Zie Elektrische polarisatie 
Polarisatietoestand, 125-128 
Potentiaal 

elektrische scalaire, 61, 106 
differentiaalvergelijking voor, 107 

Poynting, theorema van, 90 
complexe, 154 

Poyntingvector, 91 
Poynting, vector van, 88 

voor sinusvormig met de tijd ver­
anderende velden, 128-129 

Propagatie van driedimensionale vlakke 
golven, 267-272 

in botsingsvrij plasma, 270-272 
in dissipatief medium, 269-270 
in verliesvrij medium, 267-269 

Propagatie van eendimensionale golven, 
175-204 

in botsingsvrij plasma, 188-191 
in diëlektricum met absorptielijn, 

191-194 
in diëlektricum met gestimuleerde-

emissielijn, 198-201 
in dissipatief medium, 186-188 
in metalen geleider, 194-197 
in verliesvrij medium, 184-186 

Radiogolven, propagatie van 
in horizontaal gelaagde atmosfeer, 

328 
in sferisch gelaagde atmosfeer, 332 

Radome 
elektromagnetisch contrast van, 236 
reflectantie van, 233-237 
transmittantie van, 233-237, 238 

Randvoorwaarde 
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op elektrisch ondoordringbaar voor-
werp, 80, 82 

op elektrode, 109 
op equipotentiaaloppervlak, 83 
op isolerend oppervlak, 108 
op isotherm oppervlak, 100 
op magnetisch ondoordringbaar 

voorwerp, 81, 83 
op warmte-isolerend oppervlak, 100 
voor elektrische fluxdichtheid, 79 
voor elektrische potentiaal, 108, 109 
voor elektrische vetd~terkte, 78 
voor magnetische fluxdichtheid, 79 
voor magnetische veldsterkte, 78 
voor stroomdichtheid, 79 
voor temperatuur, 99 
voor vermogensstroomdichtheid, 82 
voor warmtestroomdichtheid, 99 

Rechts-circulair gepolariseerde 
veldgrootheid, 127, 130 

Rechts-elliptisch gepolariseerde 
veldgrootheid, 127 

Reciprociteitsstelling 
voor stationaire elektrische stroming, 

118-119 
Referentievlak, 178, 179,210,211,224, 

226, 229, 239, 248, 284-285, 289, 
294,297 

Reflectantie 
van anti·reflectiedeklaag, 232-233, 

237,238 
van Pabry-Perot etalon, 233-237 
van radome, 233-237 
van scheidingsvlak van twee media, 

213, 219, 220, 221, 222, 223 
Reflectantiekromme, 219. Zie ook 

Reflectantie 
Reflectie en transmissie door scheidings­

vlak van twee media (driedimen­
sionale vlakke golven), 297-315 

algemene theorie, 297-300 
betrekkingen tussen de transversale 

componenten van het veld, 
311-314 

betrekkingen tussen de z-componen-
ten van het veld, 310-3II 

bij E-polarisatie, 304-307 
bij H-polarisatie, 307-310 
van uniforme vlakke golven, 300-304 



Reflectie en transmissie door schei­
dingsvlak van twee media (een­
dimensionale golven), 210-223. 
Zie ook Reftectantie 

analyse op basis van elektrische 
veldsterkte, 214-216 

analyse op basis van magnetische 
veldsterkte, 216-218 

Reflectiefactor 
van Fresnel 

voor E-polarisatie, 305, 306, 307, 
314, 315 

voor H·polarisatie, 308-309, 310, 
314, 315 

voor eendimensionale golven, 212, 
215, 217, 222, 223 

Reflectie tegen elektrisch ondoordring­
baar voorwerp (driedimensionale 
vlakke golven), 289-296 

algemene theorie, 289-292 
bij E-polarisatie, 292-293 
bij H-polarisatie, 293 
van uniforme vlakke golf, 293-295, 

296 
Relativiteitstheorie (speciale), 3, 37, 43, 

46,49 
Resonator. Zie ook Eendimensionale 

vrije trillingen van Fabry-Perot 
resonator; Fabry-Perot resona­
tor; Modus van een resonator 

functie van, 240 
gedwongen trillingen van, 242 
gesloten, 241 
koppel venster in wand van, 240 
open, 241 
resonantiecirkelfrequenties van, 244 

experimentele bepaling van, 256 
ligging in complexe vlak, 245-246 

vrije trillingen van, 240-257 
wand van, 240 

Rooster 
direct, 141 
reciprook, 141-142 

Rotatie van een vectorfunctie, 336 
Rustenergie 

van een deeltje, 44 

SI. Zie Internationale Stelsel van Een­
heden, het 

SI-eenheden. Zie Internationale Stelsel 
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van Eenheden, het 
Snel (Snellius), wet van, 

voor breking, 303 
voor doorlating, 303 
voor elektromagnetische stralen, 326, 

331 
voor terugkaatsing, 295, 301 

Soortelijke geleiding, 67, 69 
complexe, 152, 158-159 

causaliteitsbetrekkingen voor, 
164-165 

differentiële, 71 
van metalen geleider, 166-167, 194, 

195, 196, 203 
Soortelijke warmte, 96 
Soortelijke warmtegeleiding, 96 
Spiegelingsbeginsel van Schwarz, 

245-246 
Spiegelingsmethode, 296 
Spinmagnetisch moment 

ruimtelijke dichtheid van, 40 
van deeltje, 6, 32 

Staande golf, zuiver, 185-186 
Stationaire elektrische stroming, 

104-121 
Stationaire elektrische stroom, 13 
Stationaire stroming van 

deeltjes, 12-13 
Stationaire warmtestroming, 101 
Statische deeltjesverdeling, 13 
Statische ladingsverdeling, 13 
Stokes, stelling van, 338 

modificaties van, 338 
toepassing van, 51-52, 55, 56, 64, 65 

Storingsrekening, 241 
Stralen. Zie Elektromagnetische stralen 
Stralenbenadering, 316 
Straling, elektromagnetische, 87 
Stralingsweerstand, 207. Zie ook 

Vlakkeplaatantenne 
Stroomdichtheid, elektrische, 10, 57 

in halfgeleider, 14 
in metalen geleider, 14 

Superpositiestelling 
voor stationaire elektrische stroming, 

115-116 
Susceptibiliteit. Zie Elektrische suscep­

tibiliteit; Magnetische 
susceptibiliteit 
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Tellegen, gegeneraliseerde stelling van, 
109-111 

Temperatuur, 95 
Temperatuurverdeling 

in holle stroomvoerende cilinder, 103 
in massieve stroomvoerende cilinder, 

102 
in plak materiaal, 102 

Tenietgaanstempo van deeltjes, 9 
concentratie van, 9 

Totale terugkaatsing, 304 
Transmissiefactor 

voor eendimensionale golven, 
212-213 

Transmittantie 
van anti-reflectiedeklaag, 232-233, 

234 
van Fabry-Perot etalon, 233-237, 238 
van radome, 233-237, 238 
van scheidingsvlak van twee media, 

213, 222, 223 
Transversale golven, 172, 180, 266 
Trilholte. Zie Resonator 
Trillingen. Zie Resonator 

UitstraIingsvoorwaarde, 206 

Vector 
normale component van, 82 
tangentiële component van, 82 

Vectoralgebra, 333-334 
Vectoranalyse, 335-338 
Vectoren 

inwendig product van, 333 
lineaire combinatie van, 333 
scalair product van, 333 
scalair tripelproduct van, 333-334 
uitwendig product van, 333 
vectorieel product van, 333 
vectorieel tripelproduct van, 334 

Vectorfuncties 
differentiëren van, 335-337 
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elektrische, 87, 89 
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elektromagnetische, 89 
magnetische, 87, 89 

ruimtelijke dichtheid van, 87 
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Verstrooiingsmatrix 
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met drie media, 230 

van scheidingsvlak van twee media, 
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op basis van elektrische veldsterkte, 
214, 305-306, 312 

op basis van magnetische veld­
sterkte, 217, 308, 313-314 

van uniforme sectie van een medium, 
179 

Verzadiging, 68-69 
Verzwakkingscoëfficiënt, 177, 184, 186, 

187, 188, 189, 190, 192, 193, 196, 
197, 199, 200, 201, 203-204 

Verzwakkingsvector, 261 
Vierkantswortel uit complex getal 

rekenschema voor, 339-340 
Vlakkeplaatantenne 

elektromagnetisch veld van, 205-209 
stralingsweerstand van 
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in medium, 207, 209 
in vacuüm, 209 

uitgestraald vermogen van, 207, 209 
Vlak van inval, 294, 301 
Voortplantingscoëfficiënt, 177, 184, 186, 

188, 192, 195, 199, 225 
Voortplantingssnelheid van elektromag­

netische golven in vacuüm, 43 
Voortplantingsvector, 261 

vergelijking voor, 261 

Waarnemer, I 
plaats van, I 
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standaardmeetlat van, I 
tijd van,1 
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Warmteoverdrachtscoëfficiënt, 100 
Warmtestroom 
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in massieve stroomvoerende cilinder, 
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In dit boek worden op systematische wijze de grondslagen 
van de theorie van het elektromagnetische veld behandeld. 
Na een korte bespreking van de theorie van de diffusie en van 
de warmtegeleiding volgen een aantal toepassingen 
(voornamelijk eenvoudige elektromagnetische golfverschijnselen 
in diverse configuraties). 
De toepassingen zijn ontleend aan de telecommunicatietechniek, 
de optica en de fysische elektronica. Het verkrijgen van 
kwantitatieve resultaten staat hierbij centraal. 
De opbouw van het boek is tamelijk axiomatisch, zowel in 
natuurkundig als in wiskundig opzicht. De lijn van het betoog 
is daardoor strakker dan in vele andere boeken op het 
vakgebied. Van de aanvang af wordt ondersteld, dat de 
optredende veldgrootheden zowel in de ruimte als in de tijd 
variëren; in dit opzicht wijkt de opbouw van het boek af 
van hetgeen traditioneel is. 
Door het gehele boek heen worden SI-eenheden gebruikt. 
Iedere paragraaf bevat een aantal vraagstukken (met bij­
behorende antwoorden), waardoor het boek goed bruikbaar is 
als leerboek. 
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